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E´LE´MENTS DE GE´OME´TRIE
POUR LA
ME´CANIQUE DES MILIEUX CONTINUS
B. KOLEV AND R. DESMORAT
Re´sume´. Ce texte est le re´sultat d’un dialogue entre mathe´maticiens et me´caniciens. Il est
destine´ a` faire le point sur le sujet des grandes de´formations, d’un point de vue ge´ome´trique,
en y maintenant un discours mathe´matique rigoureux tout en restant accessible et proche des
pre´occupations des me´caniciens.
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1. L’espace des configurations en MMC
En me´canique des milieux continus (MMC), l’espace ambiant E est repre´sente´ par un espace
affine euclidien de dimension 3. En de´signant par q la me´trique euclidienne sur E , il vaut
mieux conside´rer cet espace comme une varie´te´ riemannienne (E ,q) et oublie´, dans un premier
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temps, cette structure affine de l’espace. De fac¸on image´e, on peut conside´rer (E ,q) 1 comme le
≪ cahier de laboratoire tridimensionnel ≫ (ou syste`me de re´fe´rence) d’un observateur dans lequel
il consigne ses observations, apre`s avoir choisi une unite´ de longueur (la me´trique). Le milieu
mate´riel est parame´tre´ par une varie´te´ a` bord (compacte et orientable) de dimension 3, note´e
B et de´nomme´e habituellement par l’anglicisme body. Cette varie´te´ B est munie d’une forme
volume µ, la mesure de masse [41].
Remarque 1.1. La coutume veut que l’on de´signe habituellement les grandeurs mate´rielles (i.e.
de´finies sur le body B) par des lettres majuscules alors que les grandeurs spatiales (i.e. de´finies
sur l’espace E ) sont repre´sente´es par des lettres minuscules.
Une configuration d’un milieu mate´riel est repre´sente´e par un plongement (les particules ne
peuvent occuper le meˆme point de l’espace) de classe C∞
p : B → E
et de´nomme´ placement en me´canique. La sous-varie´te´ Ω = p(B) correspond a` une configuration
du syste`me. L’application line´aire tangente Tp : TB → TE est traditionnellement de´signe´e par
les me´caniciens comme le gradient de la transformation et note´e F.
Remarque 1.2. Certains auteurs tiennent beaucoup a` utiliser une configuration de re´fe´rence
Ωp0 = p0(B),
afin de pouvoir conside´rer le body comme une sous-varie´te´ de l’espace E . De fait, ils travaillent
alors avec l’application [10, 17, 41, 42]
ϕ := p ◦ p−10 , Ωp0 → Ω.
L’espace des configurations en MMC est donc l’ensemble, note´ Emb(B,E ), des plongements
lisses de B dans E (plongement se dit embedding et parfois imbedding en anglais). Cet ensemble
peut eˆtre muni d’une structure de varie´te´ diffe´rentielle de dimension infinie [19] (une varie´te´
de Fre´chet). L’espace tangent a` Emb(B,E ) en un point p ∈ Emb(B,E ) se de´crit de la fac¸on
suivante. Soit p(t) une courbe dans Emb(B,E ) telle que p(0) = p et (∂tp)(0) = pt(0) = V , alors
l’espace tangent en p ∈ Emb(B,E ) est l’ensemble
TpEmb(B,E ) = {V ∈ C
∞(B, TE ); π ◦ V = p} ,
ou` V est de´crit par le diagramme suivant :
TB
Tp //
π

TE
π

B
V
<<
②
②
②
②
②
②
②
②
② p // E
On reconnaˆıt V comme une vitesse Lagrangienne. TEmb(B,E ) est l’ensemble des vitesses la-
grangiennes virtuelles. Lorsque l’on pre´cise un chemin de plongements p(t), alors la vitesse
lagrangienne associe´e a` l’instant t, V (t) = pt(t) appartient a` l’espace tangent Tp(t)Emb(B,E ).
Attention, il ne s’agit pas d’un champ de vecteurs, ni sur B, ni sur Ωp = p(B) ! On peut toutefois
fabriquer des champs de vecteurs a` partir d’une courbe p(t,X) et de sa vitesse Lagrangienne
pt(t,X) :
— Sur B, en posant U(t,X) := (Tp−1.V )(t,X) ;
— Sur Ωp = p(B), en posant u(t,x) := (V ◦ p
−1)(t,x).
Ces champs de vecteurs, respectivement de´nomme´s vitesse eulerienne a` gauche et vitesse
eulerienne a` droite jouent des roˆles fondamentaux en me´canique.
1. Pour eˆtre plus exact, la varie´te´ E n’est pas ≪ l’espace ≫ mais la fibre type, de dimension 3, d’une varie´te´
fibre´e de dimension 4 munie d’une structure galile´enne [22, 23, 7].
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Remarque 1.3. La vitesse eulerienne a` gauche (ou vitesse mate´rielle) intervient dans les e´quations
d’Euler de la dynamique du solide rigide [11], alors que la vitesse eulerienne a` droite (ou vitesse
spatiale) intervient en me´canique des fluides (mais aussi en me´canique du solide de´formable). Une
vision unifie´e de ces e´quations a e´te´ propose´e par Arnold dans un article de´die´ au bicentenaire
des e´quations d’Euler du solide rigide [2].
Depuis le programme d’Erlangen (1872) de Felix Klein [21], une ge´ome´trie, c’est un groupe !
ou plus exactement l’action d’un groupe sur un ensemble [38]. Il est donc important de de´tailler
les groupes qui ressortent naturellement dans ce mode`le :
— Le groupe des diffe´omorphismes de B, note´ Diff(B) ;
— Le groupe des diffe´omorphismes de B qui pre´servent la mesure de masse µ, note´ Diffµ(B) ;
— Le groupe des diffe´omorphismes de E , note´ Diff(E ) ;
— Le groupe des isome´tries de la varie´te´ riemannienne (E ,q), note´ Isom(E ,q) (qui est le
groupe des de´placements de l’espace affine euclidien) ;
Une des difficulte´s en me´canique des grandes de´formations vient du fait que certains auteurs
travaillent avec des variables mate´rielles et d’autres avec des variables spatiales, multipliant
par conse´quent les de´finitions des concepts fondamentaux comme le taux de de´formation ou
les contraintes. Sur le fond, cela n’est pas vraiment geˆnant, a` condition de savoir jongler as-
tucieusement et rigoureusement entre ces jeux de variables. Cela est possible et meˆme facile a`
condition de maˆıtriser les concepts mathe´matiques de pull-back et push-forward rappele´s dans
l’Appendice B.
A chaque plongement p correspond une forme volume p∗µ sur la configuration Ωp = p(B). Par
ailleurs, la me´trique riemannienne q induit sur Ωp une forme volume, note´e volq. Par conse´quent,
p∗µ est proportionnelle a` volq
(1.1) p∗µ = ρ volq,
ce qui permet de de´finir la densite´ de masse ρ comme une fonction scalaire sur le domaine spatial
Ωp.
De meˆme, a` chaque plongement p ∈ Emb(B,E ) correspond une me´trique riemannienne
γ = p∗q ∈ Met(B),
ou` Met(B) de´signe l’ensemble des me´triques riemanniennes de´finies sur B. On pourra noter
que la courbure riemannienne de γ est nulle quand B est une varie´te´ a` bord de dimension 3
(ceci n’est e´videmment plus vrai en the´orie des coques ou` B est une varie´te´ de dimension 2). La
question suivante se pose alors naturellement. Soit
Φ : Emb(B,E )→ Met(B), p 7→ p∗q,
cette application est-elle injective ? La re´ponse est non et le de´faut d’injectivite´ s’explique
facilement. Soit p un plongement et γ = Φ(p) alors e´tant donne´ n’importe quelle isome´trie
g ∈ Isom(E ,q) et n’importe quelle isome´trie h ∈ Isom(B,γ), on a
(g ◦ p ◦ h)∗q = h∗p∗(g∗q) = h∗p∗q = h∗γ = γ
et donc
Φ(g ◦ p ◦ h) = Φ(p).
Inversement, conside´rons deux plongements p et p¯ tels que Φ(p) = Φ(p¯) = γ. Alors
ϕ := p¯ ◦ p−1 : Ωp → Ωp¯
est une isome´trie. C’est donc la restriction a` Ωp d’un de´placement g ∈ Isom(E ,q) tel que
Ωp¯ = g(Ωp). On a donc
p¯ = g ◦ p ◦ h,
ou` h := (p¯)−1 ◦ g ◦ p ∈ Isom(B,γ). On pourra noter, toutefois qu’en ge´ne´ral, le groupe des
isome´tries Isom(B,γ) est re´duit a` l’identite´, ce qui n’est pas le cas du groupe Isom(E ,q) qui est
un groupe de Lie de dimension 6.
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Remarque 1.4. Le volume riemannien volγ sur Met(B) et la mesure de masse µ sont relie´s par
une fonction positive de´finie sur B. Des relations
p∗µ = ρvolq, volγ = p
∗volq,
on de´duit que
µ = (p∗ρ)volγ .
Ceci nous ame`ne a` introduire la densite´ de masse intrinse`que (ou densite´ de masse sur le body)
comme
(1.2) ρB := p
∗ρ =
µ
volγ
.
2. De´formations et contraintes
Un mouvement en MMC correspond a` une courbe p(t) dans Emb(B,E ) (un chemin de plon-
gements). A ce mouvement est associe´ une vitesse lagrangienne
∂tp(t,X) = V (t,X)
et une vitesse eulerienne (a` droite)
u(t,x) = V (t, p−1(t,x)).
Traditionnellement, on de´finit le taux de de´formation (sur Ωp) par la quantite´
d̂ :=
1
2
(
∇u+ (∇u)t
)
ou` ∇u est la de´rive´e covariante de la vitesse eulerienne u et (∇u)t de´signe la transpose´e (par
rapport a` la me´trique q, voir Appendice A) de l’ope´rateur line´aire w 7→ ∇wu. Les champs de
tenseurs d̂, ∇u et (∇u)t sont mixtes de type (1, 1). Dans un syste`me de coordonne´es locales,
leurs composantes respectives s’e´crivent dˆij, (∇u)
i
j et ((∇u)
t)ij. Graˆce a` la me´trique q sur Ωp,
on peut transformer le champ de tenseurs mixte d̂ en un champ de tenseurs covariants d’ordre
2, d := qd̂, c’est a` dire
(2.1) dij = qikdˆ
k
j.
Lemme 2.1. Le tenseur taux de de´formation d satisfait l’e´quation
d =
1
2
L u q,
ou` L u est la de´rive´e de Lie par rapport a` la vitesse eulerienne u et q est la me´trique sur E .
De´monstration. C’est une application directe du the´ore`me D.4 pour k = q, sachant que par
de´finition ∇q = 0. En utilisant de plus la relation (A.1), on obtient donc
L u q = q∇u+ (∇u)
⋆q = q∇u+ q(∇u)t = 2qd̂ = 2d,
(∇u)⋆ e´tant l’adjoint de l’ope´rateur (∇u) par rapport a` la me´trique q (voir Appendice A). 
A chaque plongement p correspond une me´trique riemannienne γ := p∗q sur le body B.
Par ailleurs, on peut e´galement de´finir D := p∗d, qui est un champ de tenseurs covariants
syme´triques sur B.
The´ore`me 2.2 (Rouge´e, 2006). Le long d’un chemin de de´formation p(t), la me´trique rieman-
nienne sur B, γ(t) = p(t)∗q, satisfait l’e´quation d’e´volution
γt = 2D.
De´monstration. C’est une application directe du the´ore`me C.5 avec k = γ et du lemme 2.1. On
obtient
γt = p
∗(∂tq+ L u q) = p
∗(2d) = 2D.

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La notion de contraintes est duale de celle des de´formations. Le concept le plus commun
est celui de tenseur des contraintes de Cauchy σ, de´fini sur la configuration Ωp = p(B). Sa
puissance s’e´crit
P(d) =
∫
Ω
(σ :d) volq =
∫
Ω
(
σ
ρ
:d
)
ρ volq,
ou` τ := σ/ρ est le tenseur des contraintes de Kirchhoff. Ceci nous ame`ne a` introduire un tenseur
des contraintes sur le Body [31], ou tenseur de Rouge´e, contravariant et syme´trique, θ := p∗τ ,
qui apparaˆıt naturellement a` partir de la formule du changement de variables
P(d) =
∫
Ω
(τ :d) ρvolq =
∫
B
(θ :D)µ.
Un second tenseur des contraintes, e´galement contravariant et syme´trique,
(2.2) S := p∗σ = ρB θ
peut eˆtre de´fini sur le Body [29], de sorte que
P =
∫
Ω
(σ :d) volq =
∫
B
(S :D) volγ .
Le tenseur S sera de´nomme´ tenseur des contraintes intrinse`que.
Le me´canicien conside`re tre`s souvent une configuration de re´fe´rence Ωp0 = p0(B) et introduit
les de´finitions suivantes.
De´finition 2.3. Soit ϕ = p ◦ p−10 . Le tenseur de Cauchy-Green droit est de´fini par
C := ϕ∗q = F⋆ϕqFϕ = qF
t
ϕFϕ.
C’est un champ de tenseurs covariants syme´triques sur la configuration de re´fe´rence Ωp0 = p0(B).
Le tenseur de Cauchy-Green gauche est de´fini par
b := ϕ∗q
−1 = Fϕq
−1F⋆ϕ = FϕF
t
ϕq
−1.
C’est un champ de tenseurs contravariants syme´triques sur la configuration de´forme´e Ωp = p(B).
Remarque 2.4. On a :
p∗0C = p
∗
0ϕ
∗q = p∗q = γ,
et
p∗b = p∗ϕ∗q
−1 = p∗0q
−1 = γ−10 .
On de´finit e´galement habituellement les deux tenseurs de Piola-Kirchhoff.
De´finition 2.5. Soit ϕ = p ◦ p−10 et Fϕ = Tϕ. Le premier tenseur de Piola-Kirchhoff, note´
Π = (ΠIJ), contravariant et non syme´trique, et le second tenseur de Piola-Kirchhoff, note´
S = (SIJ), contravariant et syme´trique, sont de´finis sur Ωp0 par :
S := ϕ∗τ , Π := ρ0FϕS.
Afin de rester cohe´rent avec la notion de pull-back, S et Π sont ici de´finis a` un facteur ρ0 pre`s
par rapport aux textes classiques [10, 41, 17, 42, 28, 27, 4, 18, 35, 39].
Remarque 2.6. S est un champ de tenseurs sur la configuration de re´fe´rence Ωp0 , Π n’est pas
un champ de tenseurs sur Ωp0 (tout comme la vitesse lagrangienne V n’est pas un champ de
vecteurs, section 1).
Notons finalement que, dans les travaux de Rouge´e [31, 33, 34], les tenseurs de Kirchhoff
τ = σ/ρ, de Piola-Kirchhoff S = ϕ∗τ et de Rouge´e θ = p∗τ ont e´te´ de´finis a` partir de σ/ρ et
non pas (detFϕ ◦ ϕ
−1)σ comme dans les textes classiques.
3. Les e´quations d’e´quilibre formule´es sur le body
Dans cette section, on formulera les e´quations d’e´quilibre directement sur le body.
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3.1. Conservation de la masse.
The´ore`me 3.1 (Conservation de la masse). E´tant donne´e une configuration de re´fe´rence p0 et
une autre configuration p, on a :
(3.1) ρ0 = (ϕ
∗ρ)Jϕ = (ρ ◦ ϕ)Jϕ,
ou` Jϕ est le Jacobien de la transformation ϕ := p ◦ p0
−1.
Remarque 3.2. Le Jacobien Jϕ est de´fini implicitement par l’e´quation
ϕ∗volq = Jϕvolq,
c’est a` dire, Jϕ = detFϕ avec Fϕ = Tϕ = Tp ◦ Tp
−1
0 . Le me´canicien e´crit la relation (3.1) de
manie`re plus courte
ρ0 = ρJϕ = ρdetFϕ
car il conside`re implicitement ρ0 = ρ0(x0) et ρ = ρ(x) = ρ(ϕ(x0)).
De´monstration. On part de la de´finition de la densite´ de masse (1.1)
(p0)∗µ = ρ0volq, p∗µ = ρvolq,
et on utilise la de´finition de ϕ = p ◦ p−10 , qui nous donne
ϕ∗ = (p−10 )
∗p∗ = (p0)∗p
∗.
On obtient d’abord
µ = (p0)
∗(ρ0volq) = p
∗(ρvolq),
et on en de´duit
ρ0volq = (p0)∗µ = (p0)∗p
∗(ρvolq) = ϕ
∗(ρvolq) = (ϕ
∗ρ)ϕ∗volq = (ρ ◦ ϕ)Jϕvolq,
d’ou` (3.1). 
Corollaire 3.3 (Version dynamique de la conservation de la masse). Conside´rons un chemin
de plongements p(t). Alors
(3.2) ρt + div(ρu) = ρt +∇uρ+ ρdivu = 0.
De´monstration. On part de la relation (3.1). En de´rivant par rapport au temps, on obtient
d
dt
((ρ ◦ ϕ)Jϕ) = [(ρt ◦ ϕ) + (∇uρ) ◦ ϕ] Jϕ + (ρ ◦ ϕ)∂tJϕ,
car ∂tϕ = u ◦ ϕ. Par ailleurs, soit Fϕ := Tϕ = ∂ϕ/∂x0, on a
∂tFϕ = ∂t
(
∂ϕ
∂x0
)
=
∂
∂x0
(∂tϕ) = (∇u ◦ ϕ)Fϕ,
d’ou` l’on tire
∂tJϕ = tr
(
F−1ϕ ∂tFϕ
)
Jϕ = (divu) ◦ ϕ.
On a donc finalement
ρt +∇uρ+ ρdivu = 0.
que le me´canicien e´crit ρ˙+ ρdivu = 0 avec ρ˙ := ρt +∇uρ la de´rive´e particulaire de ρ. 
Remarque 3.4. Un milieu continu est dit incompressible si divu = 0. Dans ce cas, ϕ est une
transformation qui pre´serve la forme volume volq.
Corollaire 3.5 (Version dynamique de la conservation de la masse formule´e sur le body). Soit
ρB = p
∗ρ la densite´ sur B, U = p∗u la vitesse eulerienne a` gauche, alors
(ρB)t + ρB div
γ U = 0.
De´monstration. On a, en vertu du the´ore`me D.4 et du lemme C.5
p∗(ρt +∇uρ+ ρdivu) = p
∗(ρt + L u ρ+ ρdivu) = (ρB)t + ρB div
γ U .

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3.2. Relation fondamentale de la dynamique. Les efforts exte´rieurs, exerce´s sur le syste`me,
sont repre´sente´s par une densite´ volumique vectorielle f(x, t) de´finie sur Ωp(t). La relation fon-
damentale de la dynamique s’e´crit :
(3.3) divσ + f = ρ(∂tu+∇uu),
ou` σ est le tenseur des contraintes de Cauchy qui repre´sente les efforts inte´rieurs du milieux et
qui est un tenseur d’ordre 2, contravariant et syme´trique.
Remarque 3.6. Les relations (3.2) et (3.3) forment donc un syste`me de 4 e´quations scalaires pour
les 10 inconnues ρ, u1, u2, u3, σ11, σ22, σ33, σ12, σ13, σ23. Le syste`me est donc sous-de´termine´. Il
doit eˆtre comple´te´ par les diverses lois de comportement que proposent la me´canique des fluides,
la the´orie de l’e´lasticite´, etc.
En remarquant que L u u = [u,u] = 0 (c.f. the´ore`me D.4) et donc, par le lemme C.5, que
p∗u˙ = p∗(∂tu+ L u u+∇uu) = ∂tU +∇
γ
UU ,
le pull-back de la relation fondamentale de la dynamique (3.3) sur le body B s’e´crit :
divγS +F = ρB
(
∂tU +∇
γ
U U
)
, U˙ := ∂tU +∇
γ
U U ,
ou` S = p∗σ est le tenseur des contraintes intrinse`que (2.2), U = p∗u = F−1(u ◦ p) = F−1V est
la vitesse eulerienne a` gauche (voir section 1), U˙ est l’acce´le´ration eulerienne a` gauche, ρB = p
∗ρ
est la densite´ intrinse`que (sur B), et F = p∗f = F⋆(f ◦ p) est la force volumique intrinse`que
(sur B). Enfin,
divγS := tr (∇γS) ,
est la divergence du tenseur des contraintes S sur le body B pour la me´trique γ.
Remarque 3.7. S est syme´trique et est un champ de tenseurs, contrairement au premier tenseur
de Kirchhoff Π = ρ0FϕS (c.f. de´finition 2.5 et remarque 2.6) habituellement utilise´ pour e´crire
les e´quations d’e´quilibre
divΠ+ F−1ϕ f = ρ0∂tV ,
sur la configuration de re´fe´rence Ωp0 (alors confondue avec B de sorte que V = ϕt).
4. La varie´te´ des me´triques riemanniennes
L’ensemble Met(B), des me´triques riemanniennes de´finies sur B acquiert donc une certaine
importance en MMC. Le lecteur pourra se re´fe´rer aux travaux de Rouge´e [33, 34] pour une
formulation ge´ome´trique de l’hyper-e´lasticite´ comme comme un champ de vecteurs sur Met(B),
autrement dit comme une section F : Met(B)→ TMet(B) du fibre´ tangent TMet(B). La for-
mulation des lois d’hypo-e´lasticite´ (6.1) est quant a` elle interpre´te´e ge´ome´triquement en Sections
6–7.
Il se trouve que Met(B) est lui-meˆme une varie´te´ de Fre´chet, en fait un ouvert convexe de
l’espace vectoriel de dimension infinie (un espace de Fre´chet et non un espace de Banach)
Γ(S2T ⋆B),
des sections C∞ du fibre´ des tenseurs covariants d’ordre 2 syme´triques. L’espace tangent TγMet(B)
s’identifie donc canoniquement avec l’espace vectoriel Γ(S2T ⋆B) et le fibre´ tangent TMet(B)
est trivial
TMet(B) = Met(B)× Γ(S2T ⋆B).
On peut munir la varie´te´ des me´triques Met(B) d’une structure Riemannienne naturelle, en
posant
(4.1) Gµγ(ε
1, ε2) :=
∫
B
tr(γ−1ε1γ−1ε2)µ, ε1, ε2 ∈ TγMet(B),
ou` tr(γ−1ε1γ−1ε2) = γijε1ikγ
klε2jl, dans un syste`me de coordonne´es locales. Celle-ci a e´te´ intro-
duite par Rouge´e [33, 34] et semble bien adapte´e pour la formulation ge´ome´trique de plusieurs
concepts en me´canique du solide. Nous la de´nommerons pour cette raison la me´trique de Rouge´e.
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Remarque 4.1. Dans (4.1), un point X ∈ B e´tant fixe´, l’inte´grant correspond a` un produit
scalaire sur l’espace (de dimension finie) des matrices syme´triques et cette me´trique peut s’in-
terpre´ter comme la ≪ moyenne ≫ de ces produits scalaires. Il s’agit d’un cas particulier de
me´triques dites affines [1] et dont la structure est assez riche.
En relativite´ ge´ne´rale, ou` aucune forme volume n’est de´finie a priori, on utilise plutoˆt une
variante de cette me´trique, la me´trique d’Ebin [9, 13, 5] de´finie par
(4.2) Gγ(ε
1, ε2) :=
∫
B
tr(γ−1ε1γ−1ε2) volγ , ε
1, ε2 ∈ TγMet(B).
ou` volγ de´signe le volume riemannien associe´ a` la me´trique γ. Une proprie´te´ importante de
la me´trique d’Ebin est qu’elle est invariante par le groupe des diffe´omorphismes Diff(B). Plus
pre´cise´ment :
Gϕ∗γ(ϕ
∗ε1, ϕ∗ε2) = Gγ(ε
1, ε2), ∀ϕ ∈ Diff(B).
Contrairement a` la me´trique d’Ebin G, la me´trique de Rouge´e Gµ, elle, n’est pas invariante par
le groupe des diffe´omorphismes Diff(B) mais seulement par son sous-groupe
Diffµ(B) := {ϕ ∈ Diff(B); ϕ
∗µ = µ} ,
des diffe´omorphismes qui pre´servent la forme volume µ.
Ces structures riemanniennes sur Met(B) sont relativement bien comprises et ont e´te´ in-
tense´ment e´tudie´es ces dernie`res anne´es [8, 9, 13, 15, 5]. On notera toutefois des diffe´rences
fondamentales importantes entre la ge´ome´trie riemannienne sur une varie´te´ de dimension finie
ou sur une varie´te´ de Fre´chet.
Une me´trique riemannienne G de´finie sur une varie´te´ M (de dimension finie ou infinie) induit
une application
G : TM → T ⋆M
qui est injective (une me´trique est, en chaque point, une forme biline´aire syme´trique non
de´ge´ne´re´e). Si M est de dimension finie cette application est ne´cessairement bijective mais ceci
n’est plus ne´cessairement vrai en dimension infinie. On distinguera alors une me´trique rieman-
nienne forte (si G est bijective) d’une me´trique riemannienne faible (si G est seulement injective).
4.1. De´rive´es covariantes. Sur un espace vectoriel de Fre´chet, seule la notion de de´rive´e
directionnelle a un sens. Sur Γ(S2T ⋆B), celle-ci s’e´crit
(4.3) ∂tε := ∂tε(t,X),
e´tant entendu que ε est un champ de vecteurs de´pendant du temps et que la de´rive´e partielle
par rapport au temps t s’effectue dans chaque espace vectoriel (de dimension finie) T ⋆XB.
Plus ge´ne´ralement, une de´rive´e covariante sur TMet(B) est un ope´rateur line´aire D qui associe
a` chaque champ de vecteurs ε(t) de´fini le long d’une courbe γ(t) ∈ Met(B) (i.e. π ◦ε(t) = γ(t)),
un champ de vecteurs Dtε de´fini le long de γ(t) et qui satisfait la re`gle de Leibniz
Dt(fε) = ftε+ fDt(ε),
pour toute fonction nume´rique f : t 7→ f(t). Dans le cas ou` on a besoin d’insister sur la
de´pendance de cette de´rive´e covariante par rapport au chemin de me´triques γ˜ : t 7→ γ(t), on
utilisera de pre´fe´rence la notation
Dγ˜ ε
Dt
.
En particulier, ∂t de´finit une de´rive´e covariante sur l’espace vectoriel Γ(S
2T ⋆B) qui induit,
par restriction sur l’ouvert Met(B), une de´rive´e covariante que l’on peut conside´rer comme
canonique. Tout autre de´rive´e covariante sur TMet(B) pourra donc s’e´crire
Dtε = ∂tε+ Γγ(γt, ε).
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La connexion riemannienne associe´e a` une me´trique G sur Met(B) est caracte´rise´e, d’une
part, par le fait d’eˆtre compatible avec la me´trique G, c’est a` dire
d
dt
Gγ(t)(ε
1(t), ε2(t)) = Gγ(t)(Dtε
1(t), ε2(t)) +Gγ(t)(ε
1(t),Dtε
2(t)),
pour toute famille a` un parame`tre γ(t) ∈ Met(B) et tous champs de vecteurs ε1(t), ε2(t) de´finis
le long de γ(t) et, d’autre part, par le fait qu’elle soit syme´trique, c’est a` dire
Ds∂tγ(t, s) = Dt∂sγ(t, s).
pour toute famille a` deux parame`tres γ(t, s) ∈ Met(B). Il faut noter, toutefois, que pour une
me´trique riemannienne faible, comme c’est le cas de la structure riemannienne sur Met(B), seule
l’unicite´ d’une de´rive´e covariante syme´trique qui pre´serve la me´trique (connexion de Levi-Civita)
est assure´e mais pas son existence, a priori.
The´ore`me 4.2. La me´trique de Rouge´e Gµ de´finie par (4.1) sur Met(B) admet l’unique de´rive´e
covariante syme´trique suivante compatible avec elle
(4.4) Dtε := ∂tε−
1
2
(
γtγ
−1ε+ εγ−1γt
)
.
On pourra observer le fait notable suivant : bien que la me´trique de Rouge´e de´pendent ex-
plicitement de la forme volume µ, la de´rive´e covariante associe´e n’en de´pend pas. Cette de´rive´e
covariante est de plus invariante par l’action de tout le groupe des diffe´omorphismes sur Met(B)
(alors que la me´trique n’est invariante que par le groupe des diffe´omorphismes qui pre´servent
la forme volume µ). Autrement dit, e´tant donne´ un diffe´omorphisme ψ ∈ Diff(B), une courbe
γ˜ : t 7→ γ(t) sur Met(B) et une courbe ε(t) sur TMet(B) de´finie le long de γ, alors
Dψ∗γ˜ (ψ
∗ε)
Dt
= ψ∗
(
Dγ˜ ε
Dt
)
et donc
Γψ∗γ(ψ
∗γt, ψ
∗ε) = ψ∗ (Γγ(γt, ε)) .
Remarque 4.3. La de´rive´e covariante associe´e a` la me´trique d’Ebin (4.2) sur Met(B) a e´te´
calcule´e dans [15]. Elle est le´ge`rement plus complique´e et s’e´crit :
(4.5) Dtε := ∂tε−
1
2
(
γtγ
−1ε+ εγ−1γt +
1
2
tr(γ−1γtγ
−1ε)γ −
1
2
tr(γ−1γt)ε−
1
2
tr(γ−1ε)γt
)
.
Elle est e´galement invariante par Diff(B).
Le dual T ⋆γMet(B) est un espace de tenseurs-distributions, c’est a` dire de formes line´aires
continues sur l’espace des champs de de´formations virtuelles TγMet(B). Toute de´rive´e covariante
sur TMet(B) induit formellement une de´rive´e covariante sur le fibre´ cotangent T ⋆Met(B), graˆce
a` la re`gle de Leibniz, de´finie par
(4.6) DtP (ε) = ∂t(P (ε)) − P (Dtε) ,
pour tout champ de covecteur P et tout champ de vecteurs ε de´finis le long d’une courbe
γ(t) ∈ Met(B).
Soit maintenant θ un champ de tenseurs contravariants d’ordre 2 sur B. Alors, sa ≪ puis-
sance ≫
(4.7) P (ε) =
∫
B
(θ : ε)µ, ε ∈ Γ(S2T ⋆B)
de´finit une forme line´aire continue sur TγMet(B) ≃ Γ(S
2T ⋆B) et s’interpre`te donc comme un
e´le´ment de T ⋆γMet(B). On a de plus
DtP (ε) =
∫
B
(∂tθ : ε− θ : Γγ(γt, ε)) µ.
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Lorsque cette dernie`re expression posse`de une densite´, on dit que la de´rive´e covariante D pre´serve
les distributions a` densite´ et on s’autorisera alors l’abus de notation suivant :
DtP (ε) =
∫
B
(Dtθ : ε)µ.
4.2. Ge´ode´siques et transport paralle`le. En ge´ome´trie riemannienne, les ge´ode´siques sont
de´finies comme les extre´males de la fonctionnelle e´nergie
E(γ) :=
1
2
∫ 1
0
〈γt,γt〉 dt.
Pour la me´trique de Rouge´e, elle sont donc solutions de l’e´quation d’Euler-Lagrange associe´e
qui s’e´crit :
Dtγt = γtt − γtγ
−1γt = 0,
ou` les de´rive´es partielles doivent eˆtre comprises comme des de´rive´es dans l’espace vectoriel de
dimension fini S2T ⋆XB, X e´tant fixe´. Cette e´quation est e´quivalente a`
∂t(γ
−1γt) = 0.
L’e´quation des ge´ode´siques est une e´quation diffe´rentielle du deuxie`me ordre sur Met(B). E´tant
donne´ des valeurs initiales (γ0, ε0), on introduit le tenseur mixte εˆ0 := γ
−1
0 ε0 et on obtient
γ(t) = γ0 exp (tεˆ0) .
On en de´duit l’expression de l’exponentielle Riemannienne associe´e a` la me´trique de Rouge´e
Gµ. Celle-ci est de´finie comme le temps 1 du flot ge´ode´sique Φ(t,γ0, ε), ou` (γ0, ε) sont les donne´es
initiales (position–vitesse) a` l’instant t = 0 de la ge´ode´sique γ(t) = Φ(t,γ0, ε). On a donc :
Expγ0(ε) = γ0 exp
(
γ−10 ε
)
.
Cette application exponentielle est de plus un diffe´omorphisme local [15, Theorem 3.4].
Un champ de vecteurs sur Met(B), de´fini le long d’une courbe γ(t) est dit paralle`le pour la
me´trique de Rouge´e si
Dtε = ∂tε−
1
2
(
γtγ
−1ε+ εγ−1γt
)
= 0.
Cette e´quation se re´e´crit
∂t(γ
−1ε) =
1
2
(
γ−1εγ−1γt − γ
−1γtγ
−1ε
)
= εˆγ̂t − γ̂tεˆ,
avec εˆ := γ−1ε et γ̂t := γ
−1γt. Soit hˆ(t) le tenseur mixte, solution de l’e´quation line´aire
hˆt = (hˆγ̂t)/2. Alors, l’e´quation
∂tεˆ = εˆγ̂t − γ̂tεˆ
s’inte`gre en
∂t
(
hˆεˆhˆ−1
)
= 0,
ce qui nous donne
εˆ(t) = hˆ−1(t)
(
hˆ0εˆ0hˆ
−1
0
)
hˆ(t).
Remarque 4.4. Tout champ de vecteurs paralle`le ε sur Met(B) pour la me´trique de Rouge´e est
isospectral, dans le sens ou` εˆ(t) et εˆ0 ont les meˆmes valeurs propres.
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4.3. La varie´te´ Met(B) comme produit de varie´te´s riemanniennes. Met(B) e´tant un
ouvert de Γ(S2T ⋆B), on peut e´galement voir γ ∈ Met(B) comme un e´le´ment de TγMet(B) et
donc conside´rer l’application
γ 7→ γ, Met(B)→ TMet(B)
comme une section du fibre´ tangent, c’est a` dire un champ de vecteurs. On peut donc e´crire
(4.8) TγMet(B) = C
∞(B)γ ⊕ (C∞(B)γ)⊥,
ou` l’orthogonalite´ peut se re´fe´rer, soit a` la me´trique d’Ebin (4.2), soit a` la me´trique de Rouge´e (4.1).
Dans les deux cas, l’espace (C∞(B)γ)⊥ s’e´crit
(C∞(B)γ)⊥ =
{
ε ∈ Γ(S2T ⋆B); tr(γ−1ε) = 0
}
,
et on a le re´sultat suivant.
Lemme 4.5. Soit p ∈ Emb(B,E ), k un champ de tenseurs covariant d’ordre 2 sur Ωp = p(B)
et
k = kH + kD,
sa de´composition en partie sphe´rique (on dit encore hydrostatique) et de´viateur (par rapport a`
la me´trique q sur E ). Alors, le pullback de cette de´composition
p∗k = p∗kH + p∗kD
correspond a` la de´composition orthogonale (4.8).
A la de´composition du fibre´ tangent (4.8) correspond une structure de varie´te´ riemannienne
produit de (Met(B), G) [6]. Soit Vol(B) l’ensemble des formes volumes positives sur B. Il s’agit
d’un coˆne ouvert dans l’espace vectoriel Ω3(B), des formes diffe´rentielles de degre´ 3 sur B et
cette varie´te´ est munie de la me´trique riemannienne suivante
Gν(ω1, ω2) :=
∫
B
(ω1
ν
)(ω2
ν
)
ν.
E´tant donne´e une forme volume µ sur B, on de´finit alors la sous-varie´te´
Metµ(B) := {γ ∈ Met(B); volγ = µ} .
Il existe alors une isome´trie riemannienne
Jµ : Vol(B)×Metµ(B)→ Met(B), (ν,γ) 7→ (ν/µ)
2/3γ.
5. Covariance ge´ne´rale – Indiffe´rence mate´rielle – Objectivite´
La me´canique classique est un syste`me de croyance : chacun d’entre nous croit vivre, a` chaque
instant, dans un espace affine euclidien oriente´ de dimension 3 et disposer d’un temps absolu.
Ces hypothe`ses semblent confirme´es par l’expe´rience dans une bonne approximation, du moins a`
l’e´chelle quotidienne. En paraphrasant Jean-Marie Souriau [37], nos horloges sont the´oriquement
synchrones et nous nous attendons a` ce que, quelque soit le destin de chacun d’entre nous, elles
indiquent la meˆme heure a` chacune de nos rencontres et par extension que le temps soit le
meˆme partout. De meˆme, les longueurs semblent avoir un sens absolu. L’univers newtonien M
est donc mode´lise´ par un espace euclidien tridimensionnel E et une fle`che du temps absolu T .
Le choix d’un repe`re de temps et d’un repe`re d’espace orthonorme´ permet ainsi de localiser tout
e´venement de l’univers par un quadruplet de nombre re´els (t, x, y, z) qui sont les coordonne´es
de cet e´venement dans ce re´fe´rentiel et que l’on e´crira de manie`re plus condense´e sous la forme
(t,x). Par conse´quent, nous faisons le postulat qu’un changement d’observateur conduit a` une
transformation
(t¯, x¯) = (t+ t0, g(t)x), g(t)x = a(t)x+ b(t), a(t) ∈ O(3), b(t) ∈ R
3,
ou` g(t) est un de´placement de l’espace affine euclidien E de´pendant du temps.
La notion d’objectivite´ ou d’indiffe´rence mate´rielle, bien que souvent confuse et sujet a` contro-
verse dans la litte´rature me´canique, semble remonter au ce´le`bre ouvrage de Truesdell et Noll [41],
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qui ont cherche´ a` formuler des principes de covariance que devaient respecter les lois de com-
portement. Nous n’entrerons pas dans le de´bat sur le bien-fonde´ de ces hypothe`ses ici mais nous
chercherons a` clarifier la de´finition mathe´matique du concept d’objectivite´.
De´finition 5.1. Soit F : p˜ 7→ tp˜ une application qui a` tout chemin de plongements p˜ := (p(t))
associe un champ de tenseurs (ou une fonction scalaire) tp˜, de´pendant du temps t et de´fini, a`
chaque instant t, sur Ωp(t) := p(t)(B). Soit g˜ := (g(t)), un chemin de de´placements de l’espace
E et notons g˜ ⋆ p˜, le chemin de plongements de´fini a` l’instant t par g(t) ◦ p(t). On dira que :
(1) F est objective si
tg˜⋆p˜(t) = g(t)∗tp˜(t),
pour tout chemin de plongements p˜ et tout chemin de de´placements g˜ ;
(2) F est covariante ge´ne´rale si
tϕ˜⋆p˜(t) = ϕ(t)∗tp˜(t),
pour tout chemin de plongements p˜ et tout chemin de diffe´omorphismes ϕ˜ := (ϕ(t)) de
l’espace.
Remarque 5.2. En language mathe´matique plus rigoureux, l’application F correspond a` une
section (le long d’une courbe p˜) du fibre´ vectoriel
E =
⊔
p∈Emb(B,E )
Ep
ou`
Ep := {t ∈ C
∞(Ωp,T); π ◦ t = Id}
est l’espace vectoriel des champs de tenseurs d’un type donne´ T sur E mais de´finis a priori
uniquement sur Ωp. L’objectivite´ (ou la covariance ge´ne´rale) se traduisent par des proprie´te´s
d’e´quivariance de ces sections.
Remarque 5.3. Il est e´vident que toute application F covariante ge´ne´rale est e´galement objective
mais l’inverse n’est pas vrai.
Exemple 5.4. Soit T un champ de tenseurs de´fini sur B et soit F (p˜) = tp˜, avec tp˜(t) = p(t)∗T.
Alors F est covariante ge´ne´rale et donc objective.
Exemple 5.5. E´tant donne´ un champ de tenseurs t de´fini sur E , soit F (p˜) = tp˜, ou` tp˜(t) est la
restriction de t a` Ωp(t) = p(t)(B). Alors F est objective si et seulement si g∗t = t quelque soit le
de´placement g. En particulier, si t est une fonction scalaire, alors elle est constante. Si t est un
champ de vecteurs, alors t = 0. Si t est un champ de tenseurs covariants d’ordre 2 syme´triques,
alors t = λq. Si t est un champ de tenseurs covariants alterne´s d’ordre 3, alors t = λvolq.
Remarque 5.6. Deux exemples physiques comple´mentaires de vecteurs et de tenseurs d’ordre 2
non objectifs viennent illustrer l’exemple pre´ce´dent.
— Les champs e´lectrique E et magne´tique B, aucunement lie´s a` la configuration Ω et de´finis
sur tout l’espace E , ne sont pas des grandeurs objectives.
— Dans un milieu homoge`ne isotrope de´fini par une permittivite´ e´lectrique ǫ et une perme´abilite´
magne´tique µ, le tenseur e´lectromagne´tique de Maxwell, d’ordre 2, ici covariant,
ǫ
(
E⊗E−
1
2
‖E‖2 q
)
+
1
µ
(
B⊗B−
1
2
‖B‖2 q
)
n’est pas objectif. En particulier, ni E⊗E ni B⊗B ne sont objectifs.
Exemple 5.7. Soit F : p˜ 7→ up˜, l’application qui a` tout chemin de plongements p˜ associe sa
vitesse eulerienne (a` droite)
up˜(t) := (∂tp) ◦ p(t)
−1,
qui est un champ de vecteurs sur Ωp(t). Alors, on a :
ug˜⋆p˜(t) = g(t)∗up˜(t) +w(t),
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ou` w(t) := (∂tg) ◦ g(t)
−1 est la vitesse d’entraˆınement. La vitesse eulerienne n’est donc pas
objective.
Exemple 5.8. Lorsque l’on passe de p(t) a` p¯(t) = g(t)◦p(t), ou` g(t)x = a(t)x+b(t), le gradient
de la vitesse eulerienne se transforme de la fac¸on suivante
∇up¯ = a(∇up)a
t + ω,
ou` ω := a˙a−1 est antisyme´trique. L’application p˜ 7→ ∇up˜ n’est donc pas objective mais le taux
de de´formation
d̂p˜ :=
1
2
(
∇up˜ +∇up˜
t
)
l’est. Il n’est toutefois pas covariant ge´ne´ral.
La notion d’objectivite´ (et de covariance ge´ne´rale) s’e´tend, sans difficulte´, des champs de
tenseurs aux tenseurs-distributions, c’est a` dire aux formes line´aires sur les champs de tenseurs
et en particulier aux puissances virtuelles. Plus pre´cise´ment, soit Pp˜ un chemin de tenseurs-
distributions sur l’espace des champs de tenseurs covariants syme´triques d’ordre 2 et soit g˜ un
chemin de de´placements. On dira que Pp˜ est objectif si
Pg˜⋆p˜(t) = g˜(t)∗Pp˜(t),
ou`
(g˜∗Pp˜)(k) := Pp˜(g˜
∗k),
pour tout champ de tenseurs covariants syme´triques d’ordre 2 de´fini sur Ωp. Cette de´finition
e´tendue nous permet de formuler le re´sultat suivant de´nomme´ the´ore`me de Noll [41].
The´ore`me 5.9. La puissance virtuelle d’une distribution a` densite´
Pp˜(k) :=
∫
Ωp
σp˜ :k volq
est objective si et seulement si le champ de tenseurs σp˜ l’est.
De´monstration. La puissance virtuelle Pp˜ est objective si et seulement si
Pg˜⋆p˜(t) = g(t)∗Pp˜(t),
ce qui se re´e´crit ∫
Ωp¯(t)
σg˜(t)⋆p˜(t) : k¯ volq =
∫
Ωp(t)
σp˜(t) :(g
∗(t)k¯) volq,
pour tout champ k¯ de´fini sur Ωp¯ et ou` on a pose´ p¯(t) = g(t) ◦ p(t). Mais
σp˜(t) :(g
∗(t)k¯) volq = g
∗(t)
(
g∗(t)σp˜(t) : k¯ volq
)
car g∗(t)volq = volq. L’objectivite´ de Pp˜ se traduit donc, apre`s utilisation de la formule de
changement de variable, par∫
Ωp¯(t)
σg˜⋆p˜(t) : k¯ volq =
∫
Ωp¯(t)
g∗(t)σp˜(t) : k¯ volq.
Ceci e´tant vrai pour tout champ k¯, on a bien l’e´quivalence entre Pg˜⋆p˜(t) = g(t)∗Pp˜(t) et
σg˜⋆p˜(t) = g(t)∗σp˜(t), ce qui ache`ve la preuve. 
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6. De´rive´es mate´rielles
La notion d’objectivite´ a e´te´ e´tendue, en me´canique des milieux continus, aux de´rive´es tempo-
relles. Celles-ci interviennent de manie`re re´currente en me´canique des mate´riaux et sont l’objet
d’une litte´rature abondante, bien que cette notion semble rarement de´finie avec rigueur. Rap-
pelons e´galement que ces de´rive´es, note´es dp˜/dt dans ces notes et applique´es a` des grandeurs
objectives, sont souvent utilise´es pour formuler des lois d’hypo-e´lasticite´ sur la configuration
de´forme´e [20, 40]. Par exemple pour les mate´riaux me´talliques on e´crit :
(6.1)
dp˜ τ
dt
= E : d
(
dp˜ τ
dt
ij
= Eijkldkl
)
ou` τ est le tenseur des contraintes de Kirchhoff (e´ventuellement, le tenseur de Cauchy σ), d le
taux de de´formation, et E le tenseur d’(hypo-)e´lasticite´, d’ordre 4, a priori fonction de l’e´tat de
de´formation [3, 36].
De´finition 6.1. Une de´rive´e mate´rielle est un ope´rateur line´aire dp˜/dt ope´rant sur les champs
de tenseurs tp˜ de´finis le long d’un chemin de plongements p˜ : t 7→ p(t) et satisfaisant de plus la
re`gle de Leibniz
dp˜
dt
(ft) = (∂tf)t+ f
dp˜
dt
(t),
pour toute fonction f : t 7→ f(t).
Remarque 6.2. En langage mathe´matique plus rigoureux, une de´rive´e mate´rielle correspond a`
une de´rive´e covariante sur le fibre´ vectoriel (de dimension infinie) E de´fini dans la remarque 5.2.
L’exemple le plus connu de de´rive´e mate´rielle est sans doute la de´rive´e particulaire, de´finie de
la manie`re suivante. Soit p˜ : t 7→ p(t) un chemin de plongements et t un champ de tenseurs de´fini
sur Ωp(t) = p(t)(B). Fixons une particule indexe´e par X ∈ B. Alors son ≪ histoire ≫ est de´crite
par une courbe x˜ : t 7→ p(t,X) sur E et t(t) := t(t, p(t,X)) est un champ de tenseurs sur Ωp(t)
de´fini le long de x˜. Si la de´rive´e partielle de t(t,x) par rapport a` t a un sens car il s’agit d’une
de´rive´e dans l’espace vectoriel fixe TxE , la de´rive´e partielle par rapport a` x ne´cessite la de´finition
d’une de´rive´e covariante sur E , que nous choisirons comme e´tant la de´rive´e riemannienne associe´e
a` q. On peut donc calculer la de´rive´e covariante de t(t) le long de x˜. Celle-ci s’e´crit
(6.2) t˙ := ∂tt+∇ut.
C’est la de´rive´e particulaire de t, qui peut s’interpre´ter e´galement par la formule
∂t(t ◦ p) ◦ p
−1,
qui de´finit une de´rive´e covariante sur le fibre´ E de´fini dans la remarque 5.2.
Remarque 6.3. L’acce´le´ration lagrangienne d’une particule indexe´e par X ∈ B est de´finie par
(6.3)
∂2p
∂2t
(t,X) =
∂V
∂t
(t,X) = (u˙ ◦ p)(t,X),
son acce´le´ration eulerienne a` droite comme
(6.4)
∂V
∂t
◦ p−1 = u˙ = ∂tu+∇uu,
et son acce´le´ration eulerienne a` gauche comme
(6.5) Tp−1 ◦
∂V
∂t
= Tp−1 ◦ u˙ ◦ p = p∗u˙ = ∂tU +∇UU ,
U = Tp−1 ◦ V , e´tant la vitesse eulerienne a` gauche.
L’extension de la notion d’objectivite´ pour les de´rive´es mate´rielles s’obtient naturellement en
reque´rant que celles-ci transforment des quantite´s objectives en quantite´s objectives, autrement
dit, en demandant que
dg˜⋆p˜
dt
tg˜⋆p˜ =
dg˜⋆p˜
dt
(g˜∗tp˜) = g˜∗
(
dp˜ tp˜
dt
)
,
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pour tout champ de tenseurs tp˜ objectif, ou` on a pose´ (g˜∗tp˜)(t) = g(t)∗tp˜(t). Ceci nous ame`ne a`
formuler les de´finitions suivantes.
De´finition 6.4. (1) Une de´rive´e mate´rielle dp˜/dt est objective si
dg˜⋆p˜
dt
(g˜∗t) = g˜∗
(
dp˜ t
dt
)
,
pour tout chemin de plongements p˜, tout chemin de de´placements g˜ et tout champ de
tenseurs t de´fini le long de p˜ ;
(2) Une de´rive´e mate´rielle dp˜/dt est covariante ge´ne´rale si
dϕ˜⋆p˜
dt
(ϕ˜∗t) = ϕ˜∗
(
dp˜ t
dt
)
,
pour tout chemin de plongements p˜, tout chemin de diffe´omorphismes ϕ˜ := (ϕ(t)) de
l’espace et tout champ de tenseurs t de´fini le long de p˜.
Exemple 6.5 (La de´rive´e particulaire). La de´rive´e particulaire de´finie par (6.2) n’est pas ob-
jective. En effet :
dg˜⋆p˜
dt
(g˜∗t) = g˜∗
(
∂tt+∇ut+ L w t+∇g˜∗wt
)
,
w := ∂tg ◦ g
−1 e´tant la vitesse d’entraˆınement, alors que
g˜∗
(
dp˜ t
dt
)
= g˜∗ (∂tt+∇ut) .
Exemple 6.6 (La de´rive´e de Lie). Une autre fac¸on d’obtenir une de´rive´e mate´rielle est de poser
(6.6)
▽
t:= ∂tt+ L u t.
Cette dernie`re, contrairement a` la de´rive´e particulaire est non seulement objective mais e´galement
covariante ge´ne´rale. En effet :
dϕ˜⋆p˜
dt
(ϕ˜∗t) = ∂t(ϕ˜∗t) + L u¯(ϕ˜∗t).
ou` u¯, la vitesse eulerienne du chemin de plongements p¯(t) := ϕ(t) ◦ p(t), s’e´crit
u¯ := ∂tp¯ ◦ p¯
−1 = w + ϕ∗u
et w := ∂tϕ ◦ ϕ
−1 est la vitesse d’entraˆınement. Par ailleurs (voir Appendice C), on a
∂t(ϕ˜∗t) = ϕ˜∗ (∂tt−L w t) , et ϕ˜∗ (L v t) = L ϕ˜∗v (ϕ˜∗t) .
On a donc
∂t(ϕ˜∗t) + L u¯(ϕ˜∗t) = ϕ˜∗ (∂tt+ L u t) = ϕ˜∗
(
dp˜ t
dt
)
.
La de´rive´e mate´rielle
▽
t de´finie par (6.6) peut se re´e´crire a` l’aide du lemme C.5 sous la forme
(6.7)
dp˜ t
dt
:= p˜∗ (∂t(p˜
∗t)) ,
ce qui nous ame`ne a` la reformulation suivante. Dans le cas d’un d’un champ de tenseurs cova-
riants d’ordre 2, la formule (6.7) s’interpre`te comme le push-forward de la de´rive´e covariante
canonique (4.3) sur Met(B). Comme il n’y a par ailleurs aucune raison de limiter cette in-
terpre´tation a` la seule de´rive´e covariante canonique sur Met(B), ceci nous offre la possibilite´
de produire de cette fac¸on, une infinite´ de de´rive´es mate´rielles pour les champs de tenseurs
covariants d’ordre 2 et nous ame`ne a` la de´finition suivante.
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De´finition 6.7. SoitD une de´rive´e covariante sur Met(B), p˜ = (p(t)) un chemin de plongements
et γ˜ le chemin de me´triques γ(t) = p(t)∗q. On de´finit alors une de´rive´e mate´rielle sur les champs
de tenseurs covariants d’ordre 2, en posant
(6.8)
dp˜ k
dt
:= p˜∗
(
Dγ˜
Dt
(p˜∗k)
)
,
pour tout champ de tenseurs objectif k de´fini le long de p˜.
On a par ailleurs, le re´sultat notable suivant.
The´ore`me 6.8. Quelque soit la de´rive´e covariante D sur Met(B), la de´rive´e mate´rielle (6.8)
est objective.
Remarque 6.9. On notera toutefois que ces de´rive´es mate´rielles objectives n’ont aucune raison
d’eˆtre, en ge´ne´rale, covariantes par rapport a` un mouvement non rigide de l’espace.
De´monstration. Toute de´rivation covariante sur Met(B) s’e´crit
Dtε = ∂tε+ Γγ(γt, ε),
ou` Γ est un ope´rateur biline´aire qui de´pend de γ. On a donc
dg˜⋆p˜
dt
(g˜∗k) = (g˜ ⋆ p˜)∗(∂t(g˜ ⋆ p˜)
∗k) + (g˜ ⋆ p˜)∗Γg˜⋆γ˜ ((g˜ ⋆ γ˜)t, (g˜ ⋆ p˜)
∗k)
= p˜∗∂t(p˜
∗k) + (g˜ ⋆ p˜)∗Γg˜⋆γ˜ ((g˜ ⋆ γ˜)t, (g˜ ⋆ p˜)
∗k) ,
en vertu de la remarque 6.6. Mais (g˜ ⋆ p˜)∗q = p˜∗q = γ˜ quelque soit le chemin g˜ de de´placements
euclidiens dans E . Par suite
(g˜ ⋆ p˜)∗Γg˜⋆γ˜ ((g˜ ⋆ γ˜)t, (g˜ ⋆ p˜)
∗k) = g˜∗
(
p˜∗Γγ˜(γ˜t, p˜
∗(g˜∗k))
)
.
On en de´duit donc
dg˜⋆p˜ (g˜∗k)
dt
= g˜∗
(
dp˜ k
dt
)
,
ce qui ache`ve la preuve. 
Le the´ore`me 6.8 s’e´tend aux champs de tenseurs-distributions et en particulier aux champs
de tenseurs d’ordre 2 contravariants, lorsque la connexion induite sur T ⋆Met(B) pre´serve les
distributions a` densite´.
The´ore`me 6.10. Toute de´rive´e covariante D sur T ⋆Met(B), qui pre´serve les distributions a`
densite´, de´finit une de´rive´e mate´rielle objective
dp˜ τ
dt
:= p˜∗
(
Dp˜
Dt
(p˜∗τ )
)
.
sur les champs de tenseurs contravariants τ d’ordre 2.
Remarque 6.11. On pourra observer que la de´finition meˆme de Dtθ conduit a` la relation
Dtθ : ε = ∂tθ : ε− θ : Γγ(γt, ε), ∀θ, ε.
Cette dernie`re relation nous permet alors d’e´tablir la re`gle de Leibniz suivante pour la de´rive´e
mate´rielle
(6.9)
dp˜ τ
dt
: k+ τ :
dp˜ k
dt
= p∗ (∂tp
∗(τ : k)) .
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De´monstration du the´ore`me 6.10. Soit p¯(t) = g(t) ◦ p(t) ou` g(t) est un chemin de de´placements
euclidiens dans E . On a donc en vertu de (6.9) :
dg˜⋆p˜
dt
(g∗τ ) : g∗k = (p∗ ◦ ∂t ◦ p
∗)(g∗τ : g∗k)− g∗τ :
dg˜⋆p˜
dt
(g∗k)
= g∗ [(p∗ ◦ ∂t ◦ p
∗)(τ : k)]− g∗τ : g∗
(
dp˜ k
dt
)
= g∗
[
(p∗ ◦ ∂t ◦ p
∗)(τ : k)− τ :
(
dp˜ k
dt
)]
= g∗
(
dp˜ τ
dt
: k
)
= g∗
(
dp˜ τ
dt
)
: g∗k,
pour tous τ et k, et donc
dg˜⋆p˜
dt
(g∗τ ) = g˜∗
(
dp˜ τ
dt
)
,
ce qui ache`ve la preuve. 
Remarque 6.12. La de´finition d’une distribution a` densite´ dans T ⋆γMet(B) aurait e´galement pu
se faire en utilisant le volume riemannien volγ plutoˆt que la mesure de masse µ, ce qui revient
a` conside´rer
(6.10) P(ε) =
∫
B
(S : ε)volγ , ε ∈ Γ(S
2T ⋆B),
en lieu et place de ∫
B
(τ : ε)µ,
ou` µ = ρB volγ , ρB = p
∗(ρ) et S := p∗σ. Dans ce cas, la donne´e d’une de´rive´e covariante sur
T ⋆Met(B), qui pre´serve les distributions a` densite´, induit une autre de´rive´e mate´rielle objective
sur les tenseurs contravariants syme´triques σ d’ordre 2 en e´crivant [40] :
ρ
dp˜
dt
(
σ
ρ
)
.
7. Les de´rive´es objectives de la litte´rature
Nous montrons dans cette section que toutes les de´rive´es mate´rielles objectives que l’on trouve
dans la litte´rature sont induites par des de´rive´es covariantes de´finies sur l’espace des me´triques
Met(B).
7.1. La de´rive´e d’Oldroyd. Celle-ci, introduite dans [30], parfois e´galement de´nomme´e de´rive´e
de Lie, correspond a` la de´rive´e covariante sur T ⋆Met(B) induite par la de´rive´e covariante cano-
nique Dt = ∂t sur TMet(B). Elle s’e´crit :
▽
σ= ∂tσ + L u σ = σ˙ − (∇u)σ − σ(∇u)
⋆.
7.2. La de´rive´e de Truesdell. Celle-ci, introduite dans [40], correspond a` la variante de la
de´rive d’Oldroyd introduite dans la remarque 6.12. Elle s’e´crit :
◦
σ= ρ p˜∗
(
∂tp˜
∗
(
σ
ρ
))
= σ˙ − (∇u)σ − σ(∇u)⋆ + (divu)σ,
car, du fait de la conservation de la masse ρt + div(ρu) = 0, on a
ρp˜∗
(
∂tp˜
∗
(
1
ρ
))
= divu.
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7.3. La de´rive´e de Zaremba–Jaumann. Celle-ci, introduite dans [44, 20], s’e´crit (voir e´galement
[24, 25, 26]) :
(7.1)
△
τ= τ˙ − ŵτ − τ ŵ⋆,
ou`
ŵ = (∇u)a =
1
2
(
∇u− (∇u)t
)
.
C’est Paul Rouge´e [31, 32] qui a re´alise´, pour la premie`re fois, que cette de´rive´e objective
correspondait a` la de´rive´e covariante associe´e a` la me´trique Gµ (4.1).
The´ore`me 7.1 (Rouge´e, 2006). La de´rive´e de Zaremba–Jaumann correspond a` la de´rive´e co-
variante
Dtε := ∂tε−
1
2
(
γtγ
−1ε+ εγ−1γt
)
.
Celle-ci pre´serve les distributions a` densite´ et on a :
(7.2)
dp˜ k
dt
= k˙+ kŵ + ŵ⋆k,
pour tout champ de 2-tenseurs covariants k et
(7.3)
dp˜ τ
dt
= τ˙ − ŵτ − τ ŵ⋆,
pour tout champ de 2-tenseurs contravariants τ .
De´monstration. Commenc¸ons par observer que la de´rive´e covariante
Dtε := ∂tε−
1
2
(
γtγ
−1ε+ εγ−1γt
)
.
pre´serve les distributions a` densite´. En effet :
θ : Γµγ(γt, ε) = −
1
2
θ :
(
γtγ
−1ε+ εγ−1γt
)
= −
1
2
(
θγtγ
−1 + γ−1γtθ
)
: ε,
ce qui permet de de´finir
Dtθ := ∂tθ +
1
2
(
θγtγ
−1 + γ−1γtθ
)
.
On d’autre part
dp˜ k
dt
= p∗ (Dt(p
∗k))
= p∗∂t(p
∗k)−
1
2
p∗
(
γtγ
−1(p∗k) + (p∗k)γ−1γt
)
= ∂tk+ L u k−
(
dq−1k+ kq−1d
)
= ∂tk+ L u k− ((∇u)
s)⋆k− k(∇u)s
= ∂tk+∇uk+ (∇u)
⋆k+ k(∇u)− ((∇u)s)⋆k− k(∇u)s
= k˙+ k(∇u)a + ((∇u)a)⋆k
= k˙+ kŵ + ŵ⋆k,
car p∗γt = 2d = 2q(∇u)
s (the´ore`me 2.2), dq−1 = ((∇u)s)⋆ et L u k = ∇uk+(∇u)
⋆k+k(∇u),
en vertu du the´ore`me D.4. De la meˆme fac¸on, on e´tablit que
dp˜ τ
dt
= p∗ (Dt(p
∗τ )) = τ˙ − ŵτ − τ ŵ⋆.

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7.4. La de´rive´e de Fiala. De manie`re similaire a` la fac¸on dont Rouge´e [31, 32] a retrouve´ la
de´rive´e de Zaremba-Jaumann a` partir de la de´rive´e covariante associe´e a` la me´trique (4.1), Fiala
a propose´ dans [12] une nouvelle de´rive´e objective sur les tenseurs covariants d’ordre 2, a` partir
de la de´rive´e covariante (4.5) associe´e a` la me´trique d’Ebin (4.2).
The´ore`me 7.2. La de´rive´e covariante (4.5) associe´e a` la me´trique d’Ebin (4.2) induit sur
T ⋆Met(B) une de´rive´e covariante qui pre´serve les distributions a` densite´. La de´rive´e objective
correspondante sur les champs de tenseurs covariants k d’ordre 2 s’e´crit :
(7.4)
dp˜ k
dt
:= k˙+ kŵ + ŵ⋆k+
1
2
(
(tr d̂)k+ tr(q−1k)d− tr(d̂q−1k)q
)
,
et celle sur les champs de tenseurs contravariants τ d’ordre 2 est donne´e par :
(7.5)
dp˜ τ
dt
= τ˙ − ŵτ − τ ŵ⋆ +
1
2
(
tr(τq)d̂q−1 − tr(d̂)τ − tr(τd)q−1
)
.
ou`
ŵ = (∇u)a =
1
2
(
∇u− (∇u)t
)
, ŵ⋆ = −qŵq−1.
De´monstration. La preuve est tre`s similaire a` celle donne´e pour la de´rive´e de Zaremba–Jaumann
et sera juste esquisse´e. Concernant le fait que cette de´rive´e covariante pre´serve les distributions
a` densite´, on pourra ve´rifier que θ : Γγ(γt, ε) = Dtθ : ε, ou`
Dtθ := ∂tθ +
1
2
(
θγtγ
−1 + γ−1γtθ +
1
2
tr(θγ)γ−1γtγ
−1 −
1
2
tr(γ−1γt)θ −
1
2
tr(θγt)γ
−1
)
.
Le calcul des de´rive´es objective s’obtient alors facilement en observant que
p∗θ = τ , p∗γ = q, p∗γt = 2q(∇u)
s = qd̂ = d.

Remarque 7.3. En suivant Truesdell [40] (voir e´galement la remarque 6.12), on de´finit une autre
de´rive´e objective issue de (4.5) en posant
(7.6)
dp˜ σ
dt
:= ρ
dp˜ τ
dt
= σ˙ − ŵσ − σŵ⋆ +
1
2
(
tr(qσ)d̂q−1 + tr(d̂)σ − tr(σd)q−1
)
,
ou` l’on a utilise´ l’e´quation de conservation de la masse ρ˙ = −ρ tr d̂ et le fait que
p˜∗∂t(p˜
∗ρ) = ρ˙.
Terminons par une remarque lie´e aux chargements hydrostatiques (pour lesquels σ = −Pq−1
ou` P est la pression).
Remarque 7.4. La de´rive´e de Fiala du tenseur me´trique q s’e´crit :
dp˜ q
dt
=
3
2
d =
3
4
L u q,
celle de son inverse q−1 :
dp˜ q
−1
dt
=
3
2
d̂q−1 − (tr d̂)q−1,
et
ρ
dp˜
dt
(
q−1
ρ
)
=
3
2
d̂q−1
alors que pour les de´rive´es de Zaremba-Jaumann (7.2) et de Green-Naghdi (7.7), celles-ci sont
nulles.
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7.5. La de´rive´e de Green-Naghdi. Celle-ci, introduite dans [16], est de´finie a` partir d’une
configuration de re´fe´rence p0 : B → Ωp0 . Elle s’e´crit :
(7.7)

τ= τ˙ − τω̂⋆ − ω̂τ ,
ou`
ω̂(t,x) := Rt(t, ϕ
−1(x))R−1(t,x)
est un tenseur mixte antisyme´trique de type (1, 1), que l’on e´crit plus simplement ω̂ = RtR
−1
et
R : Tx0Ωp0 → TxΩ
est l’isome´trie euclidienne dans la de´composition polaire
Fϕ = RU,
de l’application line´aire tangente Fϕ = Tϕ (ou` ϕ = p◦p
−1
0 ). Cette de´composition est caracte´rise´e
par les relations suivantes
Rt = R−1, Ut = U,
de sorte que
U2 = q−1C, ou` C = ϕ∗q = F⋆ϕqFϕ.
Le tenseur mixte U est donc de´fini comme l’unique racine carre´e positive du tenseur de Cauchy-
Green droit mixte q−1C et R = FϕU
−1.
Cette de´rive´e objective provient e´galement d’une de´rive´e covariante sur Met(B). Pour le
formuler, on introduira les notations suivantes :
γ0 = p
∗
0q, U0 = p
∗
0U,
ainsi que l’application line´aire
LU0 : Ends(TB)→ Ends(TB), M 7→ U0M +MU0,
de´finie sur l’espace Ends(TB) des endomorphismes syme´triques de TB (relativement a` la
me´trique γ0). Celle-ci peut s’e´crire e´galement sous la forme
LU0 = Id⊗U0 +U0⊗ Id
(
(LU0)
i
jk
l = δikU
l
0j + U
i
0kδ
l
j
)
.
Lorsque U0 est de´finie positive, on peut ve´rifier que LU0 est inversible.
The´ore`me 7.5. La de´rive´e de Green-Naghdi correspond a` la de´rive´e covariante
Dtε := ∂tε− ε
(
U−10 LU0
−1(γ−10 γt)
)
−
(
U−10 LU0
−1(γ−10 γt)
)⋆
ε
sur Met(B). Celle-ci pre´serve les distributions a` densite´ et on a
Dtθ := ∂tθ +
(
U−10 LU0
−1(γ−10 γt)
)
θ + θ
(
U−10 LU0
−1(γ−10 γt)
)⋆
sur T ⋆Met(B). De plus les de´rive´es mate´rielles objectives correspondantes s’e´crivent
dp˜ k
dt
= k˙+ kω̂ + ω̂⋆k
pour un champ k de tenseurs covariants d’ordre 2 et
dp˜ τ
dt
= τ˙ − τω̂⋆ − ω̂τ ,
pour un champ τ de tenseurs contravariants d’ordre 2.
De´monstration. On cherche une de´rive´e covariante Dt sur Met(B), sous la forme
Dtε = ∂tε+ Γγ(γt, ε),
telle que
p∗(Dt(p
∗k)) = k˙+ kω̂ + ω̂⋆k.
Graˆce au lemme C.5, on a donc
kt + L u k+ p∗(Γγ(γt, p
∗k)) = k˙+ kω̂ + ω̂⋆k,
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puis
p∗(Γγ(γt, p
∗k)) = k (ω̂ −∇u) + (ω̂ −∇u)⋆ k,
en utilisant le the´ore`me D.4, et donc
Γγ(γt, ε) = ε p
∗(ω̂ −∇u) + p∗(ω̂ −∇u)⋆ ε.
Or
∇u = (Fϕ)tF
−1
ϕ = (RtU+RUt)(RU)
−1 = RtR
−1 +Fϕ(U
−1Ut)F
−1
ϕ = ω̂ + ϕ∗(U
−1Ut),
d’ou` l’on tire
(7.8) ω̂ −∇u = −ϕ∗(U
−1Ut).
Posons U0 := p
∗
0U. Alors U0t = p
∗
0Ut et donc
p∗(ω̂ −∇u) = p∗0ϕ
∗(ω̂ −∇u) = −p∗0(U
−1Ut) = −U
−1
0 U0t.
On a donc
Γγ(γt, ε) = −ε
(
U−10 U0t
)
−
(
U−10 U0t
)⋆
ε.
Maintenant,
γ = p∗q = p∗0C = p
∗
0(qU
2) = γ0U
2
0,
d’ou` l’on tire
U0U0t +U0tU0 = γ
−1
0 γt.
Autrement dit
U0t = LU0
−1(γ−10 γt),
U0 e´tant l’unique racine carre´e positive de γ
−1
0 γ. On a donc finalement
Γγ(γt, ε) = −ε
(
U−10 LU0
−1(γ−10 γt)
)
−
(
U−10 LU0
−1(γ−10 γt)
)⋆
ε.
Il nous reste a` ve´rifier que cette de´rive´e covariante pre´serve les distributions a` densite´. Or, si
l’on pose A := U−10 LU0
−1(γ−10 γt), on obtient
θ : Γγ(γt, ε) = − tr (θ εA+ θA
⋆ε) = − (Aθ + θA⋆) : ε.
L’expression Dtθ est donc bien de´finie et s’e´crit :
Dtθ = ∂tθ +
(
U−10 LU0
−1(γ−10 γt)
)
θ + θ
(
U−10 LU0
−1(γ−10 γt)
)⋆
.

Remarque 7.6. Dans la cas limite U0 → Id des de´formations ne´gligeables, on obtient
U0t = LU0
−1(γ−10 γt) ≈
1
2
γ−10 γt,
et l’on retrouve alors que la de´rive´e de Green-Naghdi est proche de celle de Zaremba-Jaumann.
Sur Met(B), cela se traduit par
Dtθ ≈
U0→Id
∂tθ +
1
2
(
γ−10 γt θ + θ γtγ
−1
0
)
.
7.6. Les de´rive´es objectives de Xiao-Bruhns-Meyers. Une famille de de´rive´es objectives
a e´te´ propose´e dans [43], sous la forme
(7.9)
dp˜ τ
dt
= τ˙ − Ω̂τ − τ Ω̂⋆, Ω̂ = ŵ + Υ̂
(
b̂, d̂
)
,
avec
Υ̂
(
b̂, d̂
)
:= ν1(b̂)
(
b̂d̂
)a
+ ν2(b̂)
(
b̂2d̂
)a
+ ν3(b̂)
(
b̂d̂b̂2
)a
,
ou` ŵ = (∇u)a, b̂ = bq = (ϕ∗q
−1)q est le tenseur de Cauchy-Green gauche mixte 2.3, d̂ = (∇u)s
est le tenseur mixte des taux de de´formation et les scalaires νk(b̂) sont des invariants isotropes
de b̂.
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Remarque 7.7. Cette famille contient la de´rive´e de Jaumann, qui correspond a`
Υ̂
(
b̂, d̂
)
= 0
ainsi que celle de Green-Naghdi, lorsque
Υ̂
(
b̂, d̂
)
= d̂− b̂−
1
2L
b̂
1
2
(b̂d̂),
car ∇u = d̂ + ŵ, ϕ∗Ct = d, ϕ∗q
−1 = b, ϕ∗U
2 = bq = b̂ (et ou` l’on a utilise´ (7.8)). Elle ne
contient par contre pas les de´rive´es objectives (7.5) et (7.6) (de type Ebin–Fiala).
Les de´rive´es objectives (7.9) sur les tenseurs d’ordre 2 contravariants τ sont associe´es, par la
re`gle de Leibniz, aux de´rive´es objectives
dp˜ k
dt
= k˙+ k Ω̂+ Ω̂⋆k,
de´finies sur les champs de tenseurs d’ordre 2 covariants k. On peut alors e´noncer le re´sultat
suivant.
The´ore`me 7.8. La famille de de´rive´es objectives de Xiao-Bruhns-Meyers
dp˜ k
dt
= k˙+ k Ω̂+ Ω̂⋆k, Ω̂ = ŵ + Υ̂
(
b̂, d̂
)
, ŵ = (∇u)a,
correspond a` la famille de de´rive´es covariantes sur TMet(B)
Dp˜ ε
Dt
:= ∂tε−
1
2
(
γtγ
−1ε+ εγ−1γt
)
+ εΥ
(
γ−10 γ,
1
2
γ−1γt
)
+
(
Υ
(
γ−10 γ,
1
2
γ−1γt
))⋆
ε.
Celles-ci pre´servent les distributions a` densite´ et on a
Dp˜ θ
Dt
:= ∂tθ +
1
2
(
θγtγ
−1 + γ−1γtθ
)
−Υ
(
γ−10 γ,
1
2
γ−1γt
)
θ − θ
(
Υ
(
γ−10 γ,
1
2
γ−1γt
))⋆
.
De´monstration. On note que ces de´rive´es s’e´crivent
dp˜ k
dt
=
△
k +k Υ̂
(
b̂, d̂
)
+ Υ̂
(
b̂, d̂
)⋆
k,
△
k de´signant la de´rive´e de Jaumann de k. On utilise ensuite le fait (voir remarque 2.4) que
p∗d =
1
2
γt, et p
∗b = γ−10 ,
d’ou` l’on tire :
p∗
(
d̂
)
= p∗(q−1d) =
1
2
γ−1γt, p
∗
(
b̂
)
= p∗(bq) = γ−10 γ,
puis
p∗
(
b̂d̂
)a
=
1
2
p∗
(
b̂d̂− d̂b̂
)
,
p∗
(
b̂2d̂
)a
=
1
2
p∗
(
b̂2d̂− d̂b̂2
)
,
p∗
(
b̂d̂b̂2
)a
=
1
2
p∗
(
b̂d̂b̂2 − b̂2d̂b̂
)
.
Par ailleurs, νk(b̂) est une fonction fk de tr b̂, tr(b̂
2), tr(b̂3) et donc
p∗νk(b̂) = fk(tr(p
∗b̂), tr(p∗b̂2), tr p∗(b̂3))
On en de´duit donc (voir the´ore`me 7.1) que :
p∗
(
dp˜ p∗(ε)
dt
)
= ∂tε+ Γγ(ε,γt)
avec
Γγ(ε,γt) = −
1
2
(
γtγ
−1ε+ εγ−1γt
)
+ εΥ
(
γ−10 γ,
1
2
γ−1γt
)
+
(
Υ
(
γ−10 γ,
1
2
γ−1γt
))⋆
ε,
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ou` l’on a substitue´ dans Υ̂
(
b̂, d̂
)
, b̂ par γ−10 γ et d̂ par
1
2γ
−1γt. Enfin, on ve´rifie que la re-
marque 6.11 s’applique. 
Annexe A. Dualite´, transpose´e, adjoint
E´tant donne´ un espace vectoriel E (de dimension fini) de´fini sur un corps K, on de´finit le
dual de E, note´ E⋆ comme l’espace vectoriel des applications linaires de E dans K. On pourra
remarquer que E et E⋆ ont meˆme dimension. Le crochet de dualite´ entre E⋆ et E est de´fini
comme suit :
(α,v) := α(v), α ∈ E⋆,v ∈ E.
C’est une application biline´aire de´finie sur E⋆×E. Si on se donne une base (ei) de E, on de´finit
une base (ei) de E⋆, appele´e base duale de (ei) en posant
(ei, ej) = δ
i
j .
Remarque A.1. Une remarque fondamentale de l’alge`bre line´aire est qu’il n’existe pas d’isomor-
phisme canonique (i.e. inde´pendant du choix d’une base) entre un espace vectoriel E et son dual
E⋆.
Une application biline´aire b : E × E → K est dite non-de´ge´ne´re´e si
b(u,v) = 0,∀v ∈ E =⇒ u = 0.
On a le re´sultat suivant qui montre que tout isomorphisme entre E et son dual E∗ correspond
a` la donne´e d’une application biline´aire non-de´ge´ne´re´e sur E.
The´ore`me A.2. Tout isomorphisme κ : E → E⋆ est e´quivalent a` la donne´e d’une application
biline´aire b non de´ge´ne´re´e sur E. Inversement, toute application biline´aire non de´ge´ne´re´e b sur
E de´finit un isomorphisme entre E et E∗.
De´monstration. Soit κ : E → E⋆ un isomorphisme et posons
bκ(u,v) := (κ(u),v).
Alors, bκ est une application biline´aire de´finie sur E, qui est de plus non de´ge´ne´re´e si κ est un
isomorphisme. Inversement, si b est une application biline´aire non de´ge´ne´re´e sur E, alors on peut
ve´rifier que l’application line´aire
κb : u 7→ b(u, ·), E → E
⋆
est un isomorphisme. 
Exemple A.3. Soit (ei) une base de E et
κ : u =
∑
i
uiei 7→
∑
i
uiei, E → E⋆.
Posons b(u,v) := (κ(u),v). Alors, dans la base (ei), on a
b(u,v) =
∑
i
uivi
qui correspond a` un produit scalaire sur E.
E´tant donne´e une application line´aire L ∈ L (E,F ) entre deux espaces vectoriels E et F , on
de´finit l’application line´aire L⋆ ∈ L (F ⋆, E⋆), appele´e adjoint 2 (ou application line´aire duale)
de L entre les duaux respectifs F ⋆ et E⋆ de F et E par la formule
L⋆a := a ◦ L, a ∈ F ⋆.
Remarque A.4. On pourra observer les relations suivantes
(L 1 L 2)
⋆ = L ⋆2 L
⋆
1, (L
−1)⋆ = (L⋆)−1.
2. Notation utilise´e par Noll [29].
24 B. KOLEV AND R. DESMORAT
Lorsque les espaces vectoriels E et F sont respectivement e´quipe´s de produits scalaires, qu’on
notera qE et qF respectivement, alors on de´finit l’application transpose´e de L ∈ L (E,F ) par
rapport a` ces produits scalaires et note´e Lt a` partir du diagramme suivant
E⋆ F ⋆
L⋆oo
E
qE
OO
L // F
Lt
cc
qF
OO
Autrement dit
(A.1) qE L
t = L⋆ qF ,
ou encore Lt = q−1E L
⋆ qF .
Annexe B. Pull-back et push-forward
Le concept fondamental en ge´ome´trie diffe´rentielle qui permet de passer des variables mate´rielles
aux variables spatiales (et inversement) sont les ope´rations pull-back et push-forward. Pour les
fonctions nume´riques, ces ope´rations sont de´finies par
p∗f = f ◦ p (pull-back), p∗F = F ◦ p
−1 (push-forward),
ou` f ∈ C∞(Ω,R) et F ∈ C∞(B,R). Pour les champs de vecteurs, on se concentrera sur le
diagramme suivant
TB
Tp //
π

TE
π

B
U
BB
p // E
u
\\
afin d’obtenir les de´finitions naturelles
p∗u = Tp−1 ◦ u ◦ p (pull-back), p∗U = Tp ◦U ◦ p
−1 (push-forward).
Ainsi, si u ∈ Vect(Ω), alors p∗u ∈ Vect(B) et re´ciproquement, si U ∈ Vect(B), alors p∗U ∈
Vect(Ω). Pour les champs de covecteurs, le diagramme suivant
T ⋆B
π

T ⋆E
π

Tp⋆oo
B
A
AA
p // E
a
]]
ou` Tp⋆ est la transpose´e de l’application line´aire Tp, nous aide a` obtenir les de´finitions suivantes
p∗a = Tp⋆ ◦ a ◦ p (pull-back), p∗A = (Tp
⋆)−1 ◦ A ◦ p−1 (push-forward).
Une fois compris ces re`gles du jeu, les ope´rations pull-back et push-forward s’e´tendent sans
proble`me, aux champs de tenseurs contravariants d’ordre plus e´leve´, aux champs de tenseurs
covariants d’ordre plus e´leve´, et enfin aux champs de tenseurs mixtes.
Remarque B.1. Il est inte´ressant de noter que les ope´rations de pull-back et push-forward sont
inverses l’une de l’autre, i.e. que p∗ = (p∗)
−1 = (p−1)∗.
Dans des syste`mes de coordonne´es locales, (XI) sur B et (xi) dans E , ou` on a pose´ p(X) = x,
l’application line´aire tangente
Tp : TB → TE
est repre´sente´e par la matrice carre´e F de´finie par
FiJ =
∂xi
∂XJ
= ∂Jx
i,
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et son application line´aire tangente duale
Tp⋆ : T ⋆xE → T
⋆
XB,
par
(F⋆)I
j =
∂xj
∂XI
= ∂Ix
j,
avec Ft = q−1F⋆q et F−⋆ := (F⋆)−1 = (F−1)⋆.
Exemple B.2. Pour des champs de vecteurs contravariants W = (W I), w = (wi) , on a
(p∗W)
i = FiK(W
K ◦ p−1), (p∗w)I = (F−1)
I
k(w
k ◦ p),
soit, sous forme matricielle,
p∗W = F(W ◦ p
−1), p∗w = F−1(w ◦ p).
Exemple B.3. Pour des champ de vecteurs covariants A = (AI), a = (ai), on a
(p∗A)i = (F
−⋆)i
K
(AK ◦ p
−1), (p∗a)I = (F
⋆)I
k(ak ◦ p),
soit, sous forme matricielle,
p∗A = A(F
−1 ◦ p−1), p∗a = a(F ◦ p).
Exemple B.4. Pour des champs de tenseurs d’ordre 2 covariants K = (KIJ), k = (kij), on a
(p∗K)ij = (F
−⋆)i
K
(F−⋆)j
L
(KKL ◦ p
−1), (p∗k)IJ = (F
⋆)I
k(F⋆)J
l(kkl ◦ p),
soit, sous forme matricielle,
p∗K = F
−⋆K(F−1 ◦ p−1), p∗k = F⋆k(F ◦ p).
Exemple B.5. Pour des champs de tenseurs d’ordre 2 contravariants θ = (θIJ) et τ = (τ ij),
on a
(p∗θ)
ij = FiKF
j
L(θ
KL ◦ p−1), (p∗τ )IJ = (F−1)Ik(F
−1)J l(τ
kl ◦ p−1),
soit, sous forme matricielle,
p∗θ = Fθ(F
⋆ ◦ p−1), p∗τ = F−1τ (F−⋆ ◦ p).
Exemple B.6. Pour des champs de tenseurs d’ordre 2 mixtes M = (M I J) et m = (m
i
j), on a
(p∗M)
i
j = F
i
K(F
−⋆)j
L
(MKL ◦ p
−1), (p∗m)I J = (F
−1)Ik(F
⋆)J
l(mkl ◦ p
−1),
soit, sous forme matricielle,
p∗M = FM(F
−1 ◦ p−1), p∗m = F−1m(F ◦ p).
Plus ge´ne´ralement, pour des champs de tenseurs mixtes quelconques, on a :
(p∗T)
i1···ip
j1···jq
= Fi1K1 · · ·F
ip
Kp
(F−⋆) L 1j1 · · · (F
−⋆)
L q
jq
(T
K1···Kp
L 1···L q
◦ p−1);(B.1)
(p∗t)
I1···Ip
J1···Jq
= (F−1)I1k1 · · · (F
−1)
Ip
kp
(F⋆) l1J1 · · · (F
⋆)
lq
Jq
(t
k1···kp
l1···lq
◦ p);(B.2)
Remarque B.7. Les ope´rations de push-forward et de pull-back commutent avec la contraction
entre tenseurs covariants et contravariants. On obtient donc en particulier
(p∗A) · (p∗U) = p∗(A ·U), (p∗θ) : (p∗K) = p∗(θ : K), tr(p∗M) = p∗(trM).
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Annexe C. De´rive´e de Lie
Le groupe des diffe´omorphismes Diff(M) d’une varie´te´ diffe´rentielle M agit line´airement sur
tout espace T(M), de champs de tenseurs sur M . Plus pre´cise´ment, il existe un morphisme de
groupe
ρ : Diff(M)→ GL(T(M)), ϕ 7→ ρ(ϕ) = ϕ∗.
Pour des raisons historiques, c’est en ge´ne´ral l’action (a` droite) ϕ∗ = (ϕ−1)∗ qui est plutoˆt
conside´re´e. La de´rive´e de Lie d’un champ de tenseurs t ∈ T(M) correspond a` l’action infi-
nite´simale de cette action.
De´finition C.1 (De´rive´e de Lie). Soit u un champ de vecteurs sur M et ϕ(t) son flot. Soit
t un champ de tenseurs sur M . On de´finit la de´rive´e de Lie, L u t, de t par rapport a` u par
l’expression
L u t :=
∂
∂t
∣∣∣∣
t=0
ϕ(t)∗t.
Remarque C.2. Lorsque t est un champ de vecteurs v, on a L u v = [u,v], ou` l’expression [u,v]
de´signe le crochet de Lie des champs u et v.
Le fait que la de´rive´e de Lie corresponde a` l’action infinite´simale d’une repre´sentation (a`
droite) ρ du groupe des diffe´omorphismes, c’est a` dire que
ρ(ϕ1 ◦ ϕ2) = ρ(ϕ2)ρ(ϕ1),
nous permet de de´duire le lemme suivant.
Lemme C.3. Soit u ∈ Vect(M), un champ de vecteurs sur M , ϕ(t) son flot et t ∈ T(M), un
champ de tenseurs sur M . On a :
∂
∂t
ϕ(t)∗t = ϕ(t)∗ L u t.
Remarque C.4. Conside´rons maintenant un chemin (lisse) quelconque ϕ(t) dans le groupe des
diffe´omorphismes et introduisons sa vitesse eulerienne
u(t) := ϕt ◦ ϕ
−1,
qui de´finit un champ de vecteurs de´pendant du temps. Alors, la notion de de´rive´e de Lie s’e´tend
sans difficulte´ dans ce cadre et le lemme C.3 demeure valable.
Le re´sultat suivant e´tend le lemme C.3 dans le cas ou` le chemin de diffe´omorphismes ϕ(t) est
remplace´ par un chemin de plongements p(t) : B → E .
Lemme C.5. Soit p(t) un chemin de plongements, u = (∂tp) ◦ p
−1 sa vitesse eulerienne (a`
droite) et t un champ de tenseurs de´fini le long de p(t) (i.e. sur Ωp(t) = p(t)(B) et de´pendant
e´ventuellement du temps). Alors
∂t(p
∗t) = p∗ (∂tt+ L u t) .
De´monstration. Le lemme est vrai pour une fonction, car
∂t(p
∗f) = ∂t(f ◦ p) = (∂tf +∇uf) ◦ p = (∂tf + L u f) ◦ p.
On va maintenant le montrer pour un champ de vecteurs w. Dans une carte locale, on a
(p∗w)(t,X) = F−1(t,X).w(t, p(t,X)),
d’apre`s B.2, d’ou` l’on tire
∂t(p
∗w) = ∂t(F
−1).(w ◦ p) + F−1.∂t(w ◦ p)
= −(F−1(∂tF)F
−1).(w ◦ p) + F−1.(∂tw +∇uw) ◦ p.
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Or (∂tF)F
−1 = (∇u) ◦ p et donc
∂t(p
∗w) = F−1.(−∇wu+ ∂tw +∇uw) ◦ p
= F−1.(∂tw + [u,w]) ◦ p
= p∗(∂tw + L uw).
On montre ensuite le lemme pour un champ de covecteurs α. Soit W un champ de vecteurs
inde´pendant du temps sur B et w = p∗W. On a
∂t(p
∗α)(W) = ∂t
(
(p∗α)(W)
)
= ∂t
(
(p∗α)(p∗w)
)
= ∂t
(
p∗(α(w))
)
= ∂t
(
(α(w)) ◦ p
)
= p∗
(
∂t(α(w)) + L u(α(w))
)
= p∗
(
(∂tα)(w) + α(∂tw) + (L u α)(w) + α(L uw)
)
= p∗(∂tα+L u α)(W) + (p
∗α)
(
∂t(W)
)
= p∗(∂tα+L u α)(W).
On montre enfin, et de la meˆme manie`re, que le re´sultat est encore vrai pour n’importe quel
champ de tenseurs t, ce qui ache`ve la preuve. 
Annexe D. De´rive´es covariantes
De´finition D.1 (De´rive´e covariante). Une de´rive´e covariante sur un fibre´ vectoriel E de base
M est un ope´rateur line´aire
∇ : Γ(E)→ Γ(T ⋆M ⊗ E), s 7→ ∇s,
entre l’espace Γ(E) des sections de E et celui des sections de T ⋆M⊗E qui ve´rifie de plus l’identite´
de Leibniz
∇(fs) = df ⊗ s+ f ∇s,
pour toute fonction f ∈ C∞(M) et toute section s ∈ Γ(E).
Dans le cas particulier ou` E = TM est le fibre´ tangent d’une varie´te´ M , on peut de´finir la
torsion de cette de´rive´ covariante, par la formule
T (v,w) := ∇vw −∇wv− [v,w], v,w ∈ Vect(M),
qui est un champ de tenseurs mixte de type (1, 2).
De´finition D.2. Une de´rive´e covariante sur le fibre´ tangent TM d’une varie´te´ M est syme´trique
si sa torsion est nulle, c’est a` dire si
∇vw −∇wv = [v,w], ∀v,w ∈ Vect(M),
ou` [v,w] le crochet de Lie des champs de vecteurs v et w.
Remarque D.3. On peut montrer l’existence sur toute varie´te´ diffe´rentielle M d’une de´rive´e
covariante. Toutefois, il existe une infinite´ de telles de´rive´es et aucune d’entre elle ne joue un
roˆle particulier. En revanche, si une varie´te´ M est munie d’une me´trique riemannienne g, alors
il existe une unique de´rive´e covariante syme´trique ∇ telle que ∇g = 0 (voir par exemple [14,
Theorem 2.51]), c’est la de´rive´e covariante riemannienne.
Toute de´rive´e covariante sur TM induit par la re`gle de Leibniz une de´rive´e covariante sur tous
les fibre´s tensoriels de M . Le lien entre la de´rive´e de Lie et une de´rive´e covariante syme´trique
est alors rappele´ dans le the´ore`me suivant, dans le cas d’une varie´te´ riemannienne (M,g).
The´ore`me D.4. SoitM une varie´te´ diffe´rentielle munie d’une de´rive´e covariante ∇ syme´trique.
On a alors les relations suivantes :
(1) De´rive´e de Lie d’une fonction f :
L u f = ∇uf = df.u;
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(2) De´rive´e de Lie d’un champ de vecteurs w = (wi) :
L uw = [u,w] = ∇uu−∇wu;
(3) De´rive´e de Lie d’un champ de covecteurs (1-forme) α = (αi) :
L u α = ∇uα+ (∇u)
⋆α;
(4) De´rive´e de Lie d’un champ de tenseurs covariants d’ordre deux, k = (kij) :
L u k = ∇uk+ (∇u)
⋆k+ k(∇u);
(5) De´rive´e de Lie d’un champ de tenseurs contravariants d’ordre deux, σ = (σij) :
L u σ = ∇uσ − (∇u)σ − σ(∇u)
⋆;
Afin de de´finir de manie`re intrinse`que l’e´quation des ge´ode´siques d’une varie´te´ riemannienne,
il est ne´cessaire d’e´tendre la notion de de´rive´e covariante pour les champs de vecteurs qui ne
sont de´finis que le long d’une courbe (comme le vecteur vitesse c′(t) d’une courbe c).
De´finition D.5. Un champ de vecteurs le long d’une courbe c : I →M est une courbe X : I →
TM , telle que X(t) ∈ Tc(t)M , pour tout t ∈ I.
Proposition D.6. Soit (M,γ) une varie´te´ riemannienne et ∇ la de´rive´e covariante associe´e.
Soit c : I → M une courbe. Alors, il existe un unique ope´rateur Dt de´fini sur l’espace vectoriel
des champs de vecteurs de´finis le long de c, qui ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
(1) pour toute fonction f : I → R,
Dt(fX)(t) = f
′(t)X(t) + f(t)Dt(X)(t);
(2) Si X(t) = X˜(c(t)) ou` X˜ est un champ de vecteurs sur M , alors
Dt(X)(t) = (∇c′(t)X˜)((t)).
Remarque D.7. En dimension infinie, sur une varie´te´ de Fre´chet, seule la notion de de´rive´e
covariante le long d’une courbe est de´finie.
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